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R E M A R Q^U E S 

SUR UES MEMOIRES PRE'CED ENS 
de M. BERNOULLI > 

par M. EULER. 


I. 

Tl n’y a aucun doute, que M. Bernoulli n’ait infiniment mieux déve- 
loppé la partie phyfique , qui renferme la formation du fon dans 
le mouvement des cordes, qu’aucun autre n’a fait avant lui. On s’é- 
toir presque uniquement arrêté à la détermination méchanique du 
mouvement , dont une corde tendue peut être ébranlée , fans re- 
chercher a fiez foigneufement la nature des fone , qui en font produits. 
Malgré l’infinité de maniérés differentes dont on a . trouvé qu’une cor- 
de peut être mife en vibrations, on ne voyoit pas comme il feroit pos- 
fible, qu’unemême corde puifle rendreà la fois plufieurs fons diffcreîis; 
& c’eft à M. Bernoulli, que nous fommes redevables de cette heureu- 
fe explication, qui efl - fans doute de la derniere importance dans la Phy- 
fique. Il efl: auifi évident, que cette belle idée s’étend à toutes les au- 
tres efpeces des corps fonores, de que le même corps peut rendre à la 
fois tous les fons differens, dont il efl: fusceptible féparément 3 & c’efl: 
le fujet que M. Bernoulli . a traité avec le même fuccès dans fon fécond 
Mémoire. 


II. M. Bernoulli tire toutes ces excellentes réfléxions uniquement 
des recherches , que feu M. Taylor a faites fur le mouvement des cor- 
des , & foutient contre M. d 'Alembert de moi , que la foîutiçn de Tay- 
lor efl: fuflifante à expliquer tous les mouvemens, dont une corde efl: 
fusceptible; de fone que les courbes, qu’une corde prend pendant fon 

mouve- 
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mouvement , foie toujours, ou une trochoide allongée fimple , ou un 
mélangé de deux ou plufieurs courbes de la même efpece. Or quoi- 
qu’un tel mélange ne pût plus être regardé comme une trochoide , & 
que la feule poffibiliré de la combinai l’on de plufieurs courbes de M. 
Taylor rende déjà fa folution infufîifante ; il me fémble quelle eft en- 
core infuflifante à d’autres égards, & que le mouvement d’une corde 
pourroit être tel , qu’il feroit impoiliblc de le rapporter à l’efpece des 
ixochoïdes Tayloriennes. 

III. Si toutes les courbes, auxquelles la corde s’applique pen- 
dant fon mouvement , étoient comprifes dans cette équanon, 
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le fentîment de M. Bernoulli feroit jufte ; vu que prenant chaque terme 

^parement , une telle équation y ” pt, fin — donne toujours une 

des trochoïdes alignées par Taylor ÿ & notre équation feroit formée 
de plufieurs trochoïdes. Mais, dés que le nombre des termes df.ns cet- 
te équation devient infini, il me paroit. encore douteux, fi l’on peut 
dire, que la courbe foitcompofée d’une infinité de trochoïdes; le nom- 
bre infini femble détruire la nature d’une telle compofirion. Cepen- 
dant j’avouë , que M. Bernoulli auroir pu parvenir à la découverte de 
toutes ccs courbes par le feul raifonnement fondé fur la compofirion 
des trochoïdes Tayloriennes , & que l’équation rapportée, quand 

même elle feroit continuée à l’infini, en eft une fuite fort naturelle. 

IV. Mais il y a des cas, où cette équation s’étendant à l’infini 
eft réductible à une équation finie, & alors furtout ce feroit parler fort 
improprement, fi l’on difolt, que la courbe étoir compofée d’une in- 
finité de trochoïdes j l’équarïon même en fourniftànt une idée & con- 
ftruftion beaucoup plus fimple. Ainfi, lorsque les coefEcicns a, £, 
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y, 3&c. forment une progreflion géométrique , l’équation infime fe 
réduit à cette équation finie : 

c fin irx 

a 

y m 
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qui renferme fans contredit des courbes > qui peuvent convenir au 
mouvement d’une corde j même de l’aveu de M. Bernoylli , pourvu 
que n marque un nombre plus petit que l’unité, Cette corde devroit 
donc bien rendre à la fois une infinité de fons > dont les plus hauts de- 
viendraient de plus en plus foibles ; mais l’équation nous offre une 
idée beaucoup plus fimple de cette courbe, que fi nous voulions dire, 
qu’elle étoit compulée d’une infinité de troclioïdes Tayloriennes. 

V. Mais il y a plus : je n’avois donné cette équation , 
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que comme une folution particulière de la formule, qui contient en 
général toutes les courbes, qui peuvent convenir à une corde mife en 
mouvement : & il y a une infinité d’autres courbes , qui ne fauroient 
être comprifes dans cette équation. Si M. Bernoulli romboir d’accord 
là defluSj il n’auroit pas avancé, que routes les courbes d'une corde 
frappée réfultoient uniquement de la combinaifon de deux ou plufieurs 
courbes Tay loriennes ; ôt il aurait reconnu, que le raifonnement fon- 
dé fur cette combinaifon n’eft pas fuffifant à fournir une folution com- 
plerte de la queftion, dont il s’agit. Il n’auroit pas non plus regardé la 
méthode, dont M. d 'Alembtrt 5c moi nous fommes fervis, comme 
trop embarraffée pour arriver à une folution générale,- qui fe pourrait 
tirer d’une fimple confideration phyfique. La queftion principale, que 
j’ai à déveloper , eft donc : fi routes les courbes d’une corde mife en 
mouvement font comprifes dans I équation rapportée, ou non ? 
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VI. M Bernoulli ne con telle pas directement la négative, que 
j’avois avancée : il fe contente de dire , qu’il n’eft pas encore allés 
éclairci là deffiis; cependant c’eft uniquement fur ce point qu’eft fon- 
dée la préférence, qu’il tache de donner à fa méthode fur celle, dont 
M. d 'Alembert^ & moi, nous fommes fervis. Car fi la confidératîon de 
M. Birnoutti foumiflbit tou res les courbes, qui peuvent avoir lieu dans 
le mouvement des cordes, il eft certain qu’elle feroit infiniment préfé- 
rable à notre méthode, qu’on ne pourrait plusregsrder que comme un 
dérour extrêmement épineux pour parvenir à une folurion fi aifée à 
trouver. Mais au contraire, fi la confidcration de M. Bernoulli ne dé- 
couvre pas routes les courbes, qui peuvent convenir à une corde mife 
en mouvement, qu’il y air des cas, où la figure de la corde eft abfo* 
lumsnt irréductible aux trochoïdes de M. Taylor $ il eftauilï incontes* 
table , que la méthode de M. Bernoulli , quelque belle quelle foir en 
elle -même, ne foit de beaucoup inferieure à la méthode directe, qui 
fournit toutes les fulutions poftïbles. 

VII. Or il me femble que cette cîrconftance ne fauroit être ré- 
voquée en doute, dès qu’on confidère , qu’on peut donner d’abord à 
la corde une figure quelconque. Car concevons, qu’on ait donné à la 
corde avant que de la relâcher, une figure, qui n’eft pas comprife dan» 

l’équation y ~ a fin {— £ lin U &c. & il n’y a aucun 
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doute que la corde, après avoir été relâchée fubiremenr, ne foir déter- 
minée à un certain mouvemenr. II eft aullï cerrain que la figure 
qu’elle aura après le premier inftant fera encore bien différente de cette 
équation ; & quand même on voudrait foutenir, qu’après plufieurs 
inftans elle s’aftujettiftê enfin à une figure comprife dans la dite équa- 
tion, on ne fauroir disconvenir, qu’avant que cela arrive, le mouve- 
ment de la corde ne foit bien diffèrent Be celui , que la confidérarion de 
M. Bernoulli renferme. Ce premier mouvement n’érant donc pas cer- 
tainement conforme aux loix tirées de la théorie de Taylor , me fem- 
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blc tout à feu fuffifant à feire voir , que cette théorie n’eft pas ca 
pnble de nous éclairer fur tous les mouvemens , dont une corde eft 
fufceptible- 

VI1L On fera donc obligé d’avouer, que le mouvement de lt 
corde, du moins pendant quelque tems depuis le commencement, dé- 
pend de la figure, qu’on aura donnée d’abord à la corde ; laquelle étant 
abfolument arbitraire, il eft impoflîble de loutenir, que ce mouvement 
foir toujours d’accord avec lesdite£ loix. II femble encore fort incer- 
tain, fi un tel mouvement fe réduifb enfin parfaitement à la ttochoïde 
de Taylor; & quand même cela arriveroit, comme M. Bernoulli a re- 
marqué très ingénieufemenr qu’il arrive dans le mélange de deux ou 
plufieuts trochoïdes, la caufe ne fauroir être attribuée, qu’au ralientifïe- 
ment du mouvement, caufé par des circonJ fer. ces externes, auxquelles 
on ne fait point réflexion dans le calcul Ainfi cela ne doit pas même 
entrer dans la folurion, <jû l’on feit abftraétion de toutes caufes, qui 
peuvent rallentir ôc altérer le mouvement. De là il s'enfuit , qu’une 
folurion ne fauroit être jugée complettc, à moins qu’elle n’embraflè 
tous les cas du mouvement, pour toutes les figures poffibles, qu’on 
pourroir donner à la corde au commencement. 

IX. Mais peut-être répliquera -t- on, que l’équation 

y” « fin H&c* à caufe de l’infinité de coëfficiens indétetmi- 

nés, -eft fi générale, qu’elle renferme toutes les courbes poffibles : & il 
faut avouër, que fi cela étoit vrty, la méthode de M. Bernoulli four- 
nitoit une folurion complettc. Mais , outre que ce grand Géomètre 
n’a pas fait cette objection , toutes les courbes comprifes dans cette 
équation, quoiqu’on augmente le nombre des termes à Tinfini ,* ont de 
certains csraitètes, qui les diftioguetit de toutes autres courbes. Car 
fi l’on prend l’abfcifTe x négative-, l’app’iquée devient auffi négative, 
de égale à celle qui répond à l’abfcifie pofitive x j de même l’appliquée 
qui répond à l’abfciftë a-j—x } eft négative; $ égale à celle qui con- 
vient 




vient à J'abfcille x. Donc fi la courbe , qu’on aura donnée à la corde 
au commencement, n’a point ces propriétés, il eft certain qu’elle n’eft 
pas renfermée dans ladite équation. Or aucune courbe algébrique 
ne fauroit avoir ces propriétés, qu’il faut donc routes exclure de cette 
équation ; & il n’y a aucun doute , qu’il n’en faille aufii exclure une 
infinité de courbes tranfeendentes. 

X. Mais, puisque la première courbe qu’on donne à la corde, cftab- 
folumcnt arbitraire, il peut arriver, & il arrivera même le plus fouvenr, 
que cette première courbure n’eft exprelfiblc par aucune équation, foit al- 
gébrique, foir tranfeendenre, & qu’elle n’eft renfermée dans aucune loi 
de continuité. Une telle courbe ne fera donc pas à plus forte raifoncom- 
prife dans l’équation alléguée. Suppofons donc que la corde air eu au 
commencement une relie figure quelconque , fuppofirion d’autant 
moins impolîible , que c’cft plutôr la feule , qui puifle avoir lieu dans 
la pratique; & je demande quel fera fon mouvement, apres qu’elle au- 
ra été relâchée ? Il eft; bien certain que ce mouvement étant réel doit 
être déterminable, & il eft aufii certain, qu’il ne fauroit être renfermé 
du moins pour les premiers inftans, dans celui que M. Bernoulli a tiré 
des trochoïdes Tnyloricnnes : & partant cette folution, toure belle 
qu’elle eft d’ailleurs 1 , ne fauroit avoir lieu que dans les cas, où par 
quelque hazard la corde a reçu au commencement une des figures 
comprifes dans l’équation mentionnée ; tous les autres cas feront exclus 
de cette folution. 

XI. Voilà donc l’étendue, qu’il faut donner à mon avis au pro- 
blème fur les mouvemens des cordes : Ayant donné au commencement 
à la corde une figure quelconque , foit algébrique, foit t> 'anfeenden te, fait 
mime mécanique , il s'agit Je déterminer le mouvement , que la corde 
pourfuivra après avoir été relâchée. Sur ce pied il eft bien clair, que 
la folution rirée de la combinaifon des trochoïdes ne fauroit être regar- 
dée, que comme très particulière. Or, me demandera - r - on, une folu- 
rion générale eft elle bien pofiîblc? Je crois que la folution, que j’en ai 
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donnée , n’eft limitée à tücun égard, du moins je n’y puis découvrir 
aucune famé, & perfonne n’en a encore monrré rinfuffifance. Il eft 
bien vrai que M. d 'Alembert } quoiqu’il m’air reproché que ma folurion 
n’ était pas differente de la fienne, a cvancé, mais fans alléguet la moin- 
dre preuve , que ma folurion ne s’érend pas à roures les figures poffi- 
bles, que la cotde aura pu avoir aucommeni_emenr; &ileftdansle mê- 
me fenrimenr, que M. Bernoulli femble fourenir, que le mouvement 
d’une corde ne fauroit être déterminé, a moins que fa figure initiale ne 
foir eomprife dans l’équation, que j’ai déjà plufieurs fois rapportée. 

XII. Je fou hai reroi s fott, que M. d \4Jembert m’eut indiqué en 
quoi je me fuis trompé, quand je donnai ma folurion pour générale, & 
applicable à toutes les couthes initiales, qu’on puifTe donner à la corde. 
Mais, quoiqu’il en foir, cela ne fait rien à la rechetche préfente, atten- 
du qu’il elt certain, qu’il y a une infinité de cas, où le mouvement d’u- 
ne corde ne fauroit être déterminé par le mélange de plutieurs trochoï- 
des. Pour le refte je ne m’attends pas, que M. A’Alembert dife , que 
dans ces cas le mouvement de la corde ne fuive aucune loi ; il fera donc 
déterminable par fa nature, & fi ma folurion eft faufïè, perfonne ne fera 
plus capable de fuppléer à ce défaut, que M. à'Alernbert lui- même. 
Mais je doute fort, qu’il trouve jamais une folurion differente de la 
mienne, du moins s’il veut s’arrêter aux mêmes hypothefes, qu’il a fai- 
tes dans fa folurion, & qui l’ont conduit à l’équation : 

V — « fin — -4— 6 fin -4— y fin —1— &c<. 
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XIIT. Cependant, pour m’affurer mieux de ma folurion, je 
m’en vais traiter de nouveau ce meme problème par une méthode un 
peu differente, & examiner plus foigneufunciit tous les raifonnemens, 
qui m’ont conduit à la détermination générale du mouvement des cor- 
des , quelle qu’ait été lent figure initiale. Or d’abord il faut remar- 
quer qu’on fonde le calcul fur quelques hypothefes , qui font fort fou- 
vent peu conformes à la vérité. On fuppofe premièrement la corde 
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parfaitement flexible, & deftituéede toute roideur; un ne tient pas non 
plus compte du reflort de la corde, quoique ces circon fiances puiffent 
très confidérablement altérer le mouvement ; & partant on ne peut 
pas alléguer les effets qui en font caufés, contre la Bonté de la folution. 

Enfuite on fuppofe les vibrations de la corde infiniment petires, de for- 
te que la corde ne change pas de longueur pendant fon mouvement, 

6c que chaque point de la corde demeure toujours dans la même ligne 
droite perpendiculaire à Taxe : or il eft évident que la petite augmen- 
tation de ia longueur delà corde dans fes excurfions, peutaufft contri- 
buer quelque chofc à l’altération du mouvement. 

XIV. Il s’agit donc feulement d’une folution, qu: foit conforme 
à ces hypothefes, 6c point du tout d’une telle, qui farisfafle parfaitement 
aux phénomènes, que l’expérience nous otfre. M r *- Bernoulli 6c 61 sf- 
lemhert ont fait ces mêmes hypothefes ; 6c ils n’at rendront donc rien 
de la mienne, qui approche davantage de la vérité. On n’a fairces 
hypothefes que pour la facilité du calcul; car on pourroit bien tenir 
compte dans la folution, tant de la raideur de la corde, que de fon al- 
longement dans fes excurfions, 6c donner aux vibrations une grandeur 
finie; maison parviendroit à des formules fi compliquées, qu’on n’en 
fauroit déduire aucune conclufion fadsfaifmte. Ce ne font pas les 
principes mécaniques, qui nous abandonnent dans ces recherches; c’eft 
plutôt l’analyfe, qui n’efl pas encore portée à ce degré de perfection, 
qu’il faudrait pour ces fortes de queftions. Les bornes de fanalyfenous 
obligent à de telles hypothefes, pour faciliter en forte la folution, qu’elle 
ne s’écarte pas trop fenfiblement de la vérité. 

XV. Cohfîdérons donc une corde fixée par fes deux bouts aux Fig. t. 
points A 6c B, 6c pofons la di fiance, ou la longueur de la corde AB ~/r; 

foit l’épaiflêur de la corde partout la même, 6c lamaffe ou le poids de 
toute hi corde “ M: foit de plus la tenfion de la corde, ou ia force 
dont, elle efl: rendue “F, exprimée par un poids: donc û flous prenons 
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une partie quelconque A P “ .v , fa niafTc fera “ , & la mafle 

M d x 

Je l’élément P/» “ — ^ — . Suppofons maintenant; que la corde ait 

été détournée au commencement à une figure quelconque, 6 c qu’a- 
prcs un tems écoulé ni /, elle foir parvenue à la figure A Kl B, Pofant 
donc pour cette figure l’abfcifîc A P~ .v, 6 c l’appliquée P M 3 y, 
cellc-cy fera exprimée par une certaine fonction de Pabfcifïc ,r, & du 
rems f, que nous indiquerons par y zz O ■ ( „r, t ) . Cette équation 
doit être telle, que fi l’on pôle t rz o, elle exprime la courbe qu’on 
avoir donnée à la cordeau commencement; enfuite fi l’on donne à? une 
valeur déterminée, qui convient au tems écoulé, cette même équation 
exprimera la nature de la courbe, que la corde aura à cet inftant. 

XVI. Tout revient donc à trouver de quelle nature doit être la 
fonction de x & /, qui exprime la valeur de l’appliquée y. Pour cet 
effet il faut recourir aux principes mécaniques, par lesquels le mou- 
vement de la corde cf t déterminé: mais, avant que de procéder à cette 
recherche, l’état de la corde nous découvre quelques propriétés, qui 
doivent necefTairemcnt convenir à notre fonction y ^ <I>: (x 3 t). 
Car, puisque la corde eft fixée au point A, il eft évident que pofant 
x — 0, cette fonction doit evanouïr, quelque valeur qu’on donne au 
tems t. Enfuite, puisque la corde eft auffi fixée en B, fil’onpofe 
xzzti) la fonéïion doit aulfi fe réduire à zéro , quelque valeur que 
puiffe avoir le tems/. Nous connoifTons donc déjà, indépendamment 
des principes mécaniques , trois propriétés d e notre fonélion 
y“<ï>: (>,/), dont la première eft que poûnt/zzo, elle exprime 
la courbe initiale de Ja corde, <Sc les deux autres, que quelque valeur 
que le tems / puiffe avoir, l’appliquée y evanouïlfe toujours; tant pour 
x nz 0, que pour x~ a. 

XVI^ Puisque la corde, après le tems /, eft réduite à la figure A 
MB; voyonspar quelle force chacun de fes 'élémens eft follicité ; & 

il 


il eft clair que dans cette recherche le tems t doit être regardé comme 
invariable. Or, en vertu de Phypothefe que les exeurfions.de la corde 
font infiniment petites, la tenfîon de la corde dans l'ctat AMB, fera 
la même dans tous les points de la corde, & partant" F. Donc , par 
la renfion de l’élémenr precedent M fi , le point M fera foüicité vers la 

direêlion M P par la force F (^) marque la valeur de 

d y 

la fratüon ~~ en pofanr le tems t confhnr. Or par la tenfîon de 
dx 

l’clcment fuivant Mm, prenant Vp ~ M m zz dx, le point M fera 
follicité en fens contraire par la force F d : & 

partant combinant ces deux forces enfemble, le point M fera follicité fé- 
lon la direction MP par la force * ^ u * st î ue ^ ans ce 

différentiel le tems t eft encore pris pour confhnr, cette force fera" 
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la formule exprime la valeur 


de 


ddy 
d. r 2 


en fuppofant le tems t confiant. 


XVIII. Concevons que toute la mafle de 1 élément Mm, qui eft 
M $ je 

foit réünie au point M, ôt elle fera follicitce dans la direc- 


a 


tion M P par la force ” F dx 



c’eft donc de cette for- 


ce que le mouvement de l’élément M m f L ra altéré , & puisque ce 
mouvement fe fait fuivant la meme direétion MP, fi nous voulons dé- 
terminer ce mouvement , nous devons regarder l’abfcifTe A P ~ X 
comme confiante , ôt nous tenir uniquement à la variabilité du tems /. 
Or les principes méchaniques nous donnent l'accélération de ce mou- 
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fdd y\ F a f'dd y\ 
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vement félon la direflion MP~-2 C lft^) y laquelle doit être égt-- 

le à la force accélératrice, ou à la force motrice F dx 

, _ ’bAâx . , 

vifée par la maue , d ou nous tirons cette équation : 

r a 

•F n fddy\ 

M \dx z J 

Four l’intelligence de cette équation il fufiît de remarquer, que dans la 
formule ao le feul rems t eft regardé comme variable , ôt dans 

la formule ^l|Q ' a f eu ' e abfcifTe .v. 

XIX. A' cette occafion il fera à propos d’expliquer davantage 
cette maniéré d’indiquer les différentiels des fondrions de plufieurs va- 
riables, en n’en faifant varier qu’une feulement; puisque certe confidé- 
ratîon eft d’une très grande utilité dans quantité de problèmes mccha- 
niques & hydrodynamiques. Soit donc y une fonction quelconque 
des variables x } t , «, Ôte. ôt en les faifant varier toutes, le diffé- 
rentiel de y aura une telle forme dy ~ P dx — j— Q dt — |— R du , où 
le membre Vdx marque le différentiel dey, en faifant varier la feule 
quantité x } ôt regardant les autres r, ôt « comme confiantes. De 
même le membre Qdt marque le différentiel de y en faifant varier la 
feule quantité r, ôt le membre R du celui en faifant varier la feule 
quantité u. Cette confidération nous donne donc à connoitre les quan- 
tités finies P , Q, Ôt R : or, pour ne pas avoir befoin de tant de let- 
tres, je les indique de la maniéré fuivante : 
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XX. Connoifianr donc la lignification de ces erpreflîons & 
d’autres femblables, on les peur étendre à des différentiels déplus hauts 

degrés. Ainfi, puisque P “ Çjjty > & que P eft encore une fonc- ■ 

rion finie des quantités x> t, w, on aura une idée jufle de l’expres- 

fion > au lieu de laquelle je mets de f° rtc q ue P°* 

Tant — P> cctrc exprcflion renferme k valeur de 

mi ' me a 5 ant ■“ Qj l’expreflion ^ era 

la valeur de > & pareillement ~ ■ On peut 

auili changer dans les différentiations fuccesfivcs les variables, & ainfi 
la valeur de ^ ^ fera exprimée par ^ 3 > ^ cc ^ e de 

l ~ ( -î— t- J • En conféquence de cela il y aura aufïi : 


\dxs \dtdx. 


CÜT\ - r d i \ . ~~ 

\dxdttJ \d U J 5 \dudxS xJ 


fijfs _ (ür\ _ 

\dtdus \ d u J 1 \duàtJ \ d tJ " 


XXT. Or on fait que dans un tel différentiel complet d y “ 
P dx ~f~ Qdt-h Rdu> les quantités finies P, Q, R> font dans une 
telle relation emr elles, que félon la même maniéré d’exprimer il y a: 



De 


ïfp 2 °8 ^ 


De là nous aurons : 

fddy s. s à à y n sd d A\ d yv sj d j’v y- J ./ y v 

WjrÆy) N dt Jx ) j v/^/;J \Judx) ’ v/?f///y \ihtdt) 


où il eft fort remarquable , que û le dénominateur conrienr deux diffe- 
rens différentiels, il eff: indiffèrent en quel ordre ils foient écrits. De là 
on comprendra aifément la lignification de fcmblabks formules, lors- 
qu’elles renferment des différentiels plus hauts : ainfi pour connoirre 


la valeur de > Qu’ 00 pofe (^2) “ — V, de on aura 

J?) = ■ Pareillement ayant , fi l’on mat 

üu (0) = v ou (11D = Ui la vde " de Q£-7ï) fe - 

ra ou “ ou — C.Çj-) ’ ^ cc * a nous ^ cîa * rcit fuffiftm- 


ment fur la lignification de femblables formules, qui renferment encore 
de plus hauts différentiels. 


XXII. Voilà donc à quoi le problème fur le mouvement de la 
corde eft réduit : il s’agir de trouver pour y une telle fonétion des 
deux variables x & t> qui fatisfafle 3 cette équation: 



ci±y > t 

\dx*J 


outre qu’elle renfcmle les propriétés 


marquées cy - deflus. Mais, avant que de faire attention à ces proprié- 
tés, cherchons en général toutes les fondions poffibles de x &./, qui 

étant mifes pour y, rendent (^) = ^ (^)- Ccft le 


problème , dont M. d ’Akmbert a donné le premier une folution gé- 
nérale j é. il feroit à fouhaiter qu'on découvrit une méthode propre à 

réfoudre 


réfoudre d'autres formules femblables. Une telle méthode ferviroir à 
réfoudre quantité de problèmes , qu’on a etc obligé d’abandonner 


"jusqu ici. 
XXIII. 


non 


Avant que d’entreprendre la réfolution de cette équa- 
— Jvf feî> I e remarque quelle a une ctenduë 


infinie. Car fi P, Q, R, font de telles fbnétions de x & /, qui 
fatisfonr à cette équation, étant pofées pour y, de forte qu’il y air 
tant y — P, que y “ Qj & y ™ R, il efh clair que cetre valeur 

y — a P — f— b Qj-f— y R , 


fatisfera éga’ement à ladite cquarion. La raifon en cft , puisque y n’a 
qu’une feule dimenfion dans notre cquaiion, Cetre remarque nous 
conduit dabord à la folution de M. Bernoulli , prife dans un lèns plus 
général; car fi les équations y— P, y IT Q, & y “ R, renferment 
chacune une efpece particulière de vibrarion de la cordc , la même 
corde fera auiïi fusceptible d’un ‘mouvement repré fente par cette équa- 
tion y “ a P y Ri & cette même'compofition a auffi 

lieu dans tous les autres genres de vibrations, pourvu qu’elles foient 
infiniment petites, puisque l’équation, qui exprime le mouvement, ne 
contient dans tous (es rennes qu’une feule dimenfion de l’appliquée y. 
C’eft donc ici, qu’il faut chercher le vray fondement de la folution de 
M. Bernoulli. 

XXIV. Pour la mefure du rems, que j’ai marqué ici par/, je 
ne m’arrête pas directement à déterminer la longueur du pendule ifo- 
chrone. Mon but principal eft d’alfigner pour chaque moment la fi- 
gure & l’état, où la corde fe trouve alors ; c’eft de là qu’on connoicra 
le vray mouvement de chaque point de la corde , & il fera enfuitc aifé 
de le comparer avec le mouvement d’un pendule. Il eft aufïï néces- 
fairc de traiter fur ce pied-là le mouvement des cordes, puisqu’on n’eft 
pas a fibre, fi tous les élémens de la corde achèvent leurs vibrations 
en même rems. Mais, pour avoir une mefure abfoluë du rems, on n’a 
Mim. de V 4e Ad, Tum. IX, Dd qu’à 
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qu’à introduire k hauteur g par laquelle un corps grave tombe dans 
une fécondé, &à écrire i t Yg au lieu de r, & alors la quantiré t 
nous donnera le tems exprimé en minores fécondés. Pofons donc 
2 ty g pour if, Ôc partant 4 gdt 2 - pour ât 3 , & notre équation, qui 

renferme le mouvement de k corde fera “ “ 2M 


ou bien : (^“2 ce n ’ c ^ P as ^ ur Ie P en * 

dule ifochrone, que je fonde la connoiflànce du mouvement des cordes 
comme M. Bernoulli me le reproche tant de fois. 

XXV. Ayant réduit la confidérarion du tems à une notion pré- 
2 F 

cife, pofons pour abréger ~ jyj — cc y & 1 I s’agit de réfoudre Pé- 


quation — cc ou de chercher pour y toutes 

les fondions de t de qui farisfaflënr à cette équation. Puisque le 
rapport des différenrio* différentiels de y eft donné par cette équation ; 
je commencerai par chercher celui des premiers différentiels, ou plutôt 

des quantités ^ ( j^) • Or comme celui-là eft confiant , il 

eft aifé de voir que celui - cy le fera auffi. Suppofons donc 

—k & prenant de part Ôc d’autre les différentiels en 

fuppofant la feule x variable, nous aurons ^ ^ C^x*') ' 

Eufuite prenons auffi les différentiels en fuppofant la feule t Variable, 

& nous aurons ( ^?) = * (^£) ■ Donc, puisque (i-j) = 

= déD - k nous tn rireron! C?f) 

& 


dâ 


4$ an 

& cette équation devant être la même avec la propofée, nous donne 
kk ~ cc t 6c partant ou ou k~ c. 


XXVI. Donc toutes les fondions de x & t\ qui étant mifes 
pour y fatisfont à lune ou à l’autre de ces deux équations, 

(S) = + ‘(î ) 1 (&)=-'(£) 

rempliront auffi en général les conditions renfermées dans notre équa- 
tion, qui détermine le mouvement de la corde : 

(S) === • • &.) 

m 

ou bien cette équation différenrio - différentielle renferme les deux 
équations différentiel les precedentes à la fois. Et partant nous fomme» 

parvenus à ré foudre cçtte égalité ^ À > ce qui fe fera 

le plus promptement par la confédération, qu’il eft 

d’oû nous tirons à caufe de 

^ = **(*) ou 

Il faut donc que foit une fonftion de la quantité x H- k t t 

pour que la formule trouvée foit poifible , & par conféquent l’intégra- 
tion donnera pour y une fonction de x H- k t. 

Dd 3 
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•XXVII. De là nous concluons réciproquement, que toute fonc- 
tion de éttnr mife pour y, fatis&ir à la condition exprimée par 


car mar- 


ia formule — k * Celaeft auffi clair de foi même; 

quanr par une fonftion quelconque de la quantité 

& fon différentiel complet par (d x —|— k à t) (j>^(.r — f— iï), ou 
(p/Çx-^-kt) marquera une autre fonction finie de x f > -qui 
dépend de la nature de la fonction O ( 'x -f- k t ) ; fi nous pofons 
y — nous aurons ây ^ (dx — kdt) <$ { {x — f- kt) 

6c partant fuivant nôtre maniéré d’exprimer 

( È ) = **'(*-*- *0 & (£) = 9 *(*+* t ) 

d*où il eft évident qu’il eft (^jj) — * ^2x) ' ^ ous V0 ‘^ ^ onc 

arrivés à une conftruélion générale de cette formule — Ç&Ù 

qui nous donne en quantités finies pour y une fonction quelconque 
de la quantité x -4“ Æ 


XXVIII. Or puisque k eft, ou “ -f- c, ou “ — — c , à no- 
tre équation differentio- différentielle ” c c pofant 

■ a f g 


te “ 


\dt*J “ 1 1 WV 

^ , fatisfera également & route fonéfion de la quantité 


jr-f-cr, & toute fon&ion de la quanrité x c t. Prenant donc 

<ï>.& ¥ pour des marques des fonctions quelconques, & l’une & 
l’autre de ces deux valeurs : 

y — Q? (x — j- et) & yZZ¥(x et) 

fatisfera également à l’équation, qui contient le mouvement de la 

1 ■ corde ; 
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Donc à la même équation farisfera aüfïï en général cette valeur com- 
pofée : y ~ $ (è — f— et') — J— ’4 f (.r — et). 


XXIX. Pour éclaircir eelt mieux, il faut remarquer que toute 
fonction, de quelque nature qu’elle foir; peut toujours être repréfen- 
rer par une ligne courbe, dont l’appliquée exprime une certaine fonc- 
tion de rabfciflè. Ayant donc conftruit pour la fonction marquée 
par O une ligne courbe ES, & pour la fonction marquée par Ÿ 
une autre ligne courbe F T, fi nous prenons dans eelle-là 1’abfcifle 

EQ^~ x et y & dans celle -ey rabfciflè FR “ x ■ et , les 

appliquées feronr : ..." 


QS “ $ (et - ~fr c t) Ôc RT rz ¥ (x — - ç t) . 

ôt la fomme de ces deux appliquées, ou de leur multiple quelcon- 
que, nous fournira toujours une valeur eonvencble pour y y qui fatiî- 

fera à l’équation — c c > 5c qui par eonfequent fera 


propre à nous repréfenter. le mouvement véritable d’une eorde, pour 
vu qu’elle foit conforme aux autres propriétés mentionnées au com' 
men cernent. 


XXX. Or, fans faire encore. attention â ces propriétés, & m’ar- 
rêtant uniquement â l’équation — c c > il eft impor- 

tant de remarquer, que les deux courbes ES Ôc FT font abfolument 
arbitraires, Ôc qu’on les peut prendre à Volonté ; car, quelles que 
foient ces deux courbes, fi nous y prenons les abfcifles 
Ôc FR“ 2 :-f-r/, ôc que nous pofions j“QS-|— RT, ou bien 
y — n (QS -f-RT), il eft certain que. cette valeur latisfair à norre 

D d 3 équâ- 
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équation ; Ce qu’il feroit auffi aifé de prouver indépendamment de L’ana- 
lyfe, que je viens de déveloper. Or, ce qui eft le principal,' ces deux 
courbe^ appliquées de la maniéré -enfeignée^ fatisfont également, foîr 
qu’elles foient exprimables par quelque équation , ou qu’elles foient 
tracées d’une maniéré quelconque , de forte qu’elles ne pu i dent être 
alfujettks à aucune équation. Le Leéteur eft prié de réfléchir bien 
fur cette circonftance, qui conrient le fondement de l’univerfalité de 
ma folution, conrcltéc par M. ftsîlsmbcri. 

XXXI. Mats voyons maintenant, de quelle condition doivent être 
ces deux courbes, ou la nature des deux fondions O & 'F, afin que 
les premières propriétés de la corde foient maintenues. Or d’abord 
il faut, que pofant x ~ 0 , l’appliquée y evanouïfle toujours, de quel- 
que durée que foît le tems t: l'oit donc x ~ 0 , & il faut qu’il foit ; ’ 

O (et) -d-’S' ( — -et) =20 ou ( et) — 

d’où l’on voit que la fooétion exprimée par 'i' eft égale à celle qui eft expri- 
mée par &que prenant les abfcifles négatirivcs,lesappliqueés devien- 
nent suffi négatives en confervant les mêmes valeurs. Les deux courbes 
ES & FT^fe réduifenc donc â une feule courbe, qui doit être telle, 
qu’aux abfdffes négatives reponde une branche femblable à celle qui ré- 
pond aux abfcilfes pofitives; mais qu’elle tombe de l’aune côté de l’axe. 
Si donc O marque une telle fonction, que j’ai nommée autrefois impai- 
re, puisqu’elle necontîenr quedespuiflànces impaires delà quantité, dont 
elle eft fonction, notre équation fera : y (r -f- et) 0 (x Cf). 

XXXII "L’autre condition exige, que pofant x~^ y la valeur 
dejy evanouïffe également, quelque quantité que puifle avoir le tems t; 

il faut donc qu’il loir : O («-4— et) —j— (/j et) — o 

La courbe doit donc être telle, que fi l’on prend l’abfcifle “ ar, & 
qu’on y ajoute, ou en retranche la même quantité quelconque, les 
appliquées, qui répondent à deux telles abfcifTes foyenr égales, mais- 

affec- 


afïèdées de divers fignes. Cetre courbe -aura donc non feulement au- 
tour du point, où efï pris Je commencement des abfci/ïès, des brandies 
alternativement femblables, mais auffi autour du point, où fe termine 
l’abfciffe — a. De ià il s’enfuit, comme j’ai fait voir, qu’elle doit avoir 
une infinité de tels points éloignés enrr’eux du même intervalle 
auprès desquels les branches de la courbe foyent de part & d’autre al- 
ternativement femblables. 


XXXIir. Si Ton examine plus ex ad e ment les ra'fons, fur les- 
quelles je viens de fonder l’identité des fondions <£&¥,& qu’on 
fafiè furrout attention, que les deux courbes ne font a/Tujetties à ath 
cune loi, on s’appercevra aîfémenr, que l’égalité et) — — O (et) 

pourroit au/fi avoir lieu, fans que les deux fondions fu/Tent égales. 
Mais il faut encore avoir égard à une autre circoufïance renfermée 
dans la propofition du problème, qui exige abfolumenr cette égalité 
des deux fondions. On fuppofé que la courbe commence fon mou- 
vement du repos : donc il faut que, pofant le tems t “ o , la vite/Te 


de chaque point de la corde , qui efï exprimée par 



evanouïffe. 


Or ayant trouvé jy “ (x-\-ct) -+- (x et ) , la différentiation 

fournit ~~ c H - c 0 c ^ C r * — et J. 


Pofons donc f~ o, & il faut qu’il foit ^(ir) ~ ^(x\ d’où l’iden- 
tité des fondions & partant au/fi des fondions & ¥ 

s’enfuit ouvertement. Nous n’avons donc qu’une feule courbe , qui 
nous fervira de régie pour déterminer le mouvement de la corde. 


XXXÎV. Cette courbe doit donc être telle, comme elle efï pré- 
léntée dans la rroifième figure: fi AB repréfente fa longueur de la cor- 
de — a , la courbe AD B s’étendra de l’un 6c l’autre coté à l’infini, 
en forte que la portion A D^B / foit égale & femblable à la courbe 
ADB, & de l’autre côté de même la branche B / D / A foit égale & 

fem- 


Fig. j. 
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femblable à la branche B DA. Or la courbe ADB cft abibîumenc 
arbitraire, comme j’ai déjà fait voir; & il n’importe fi elle efl: régu- 
lière, ou comprife dans quelque équation , ou fi elle efi: irrégulière, ou 
tracée d’une maniéré quelconque. Ayant donc décrit une relie cour- 
be ADB quelconque, qui pafle par les points A & B, on n’a qu’à 
réitérer la defeription de la même courbe à l’infini, tant vers la droite 
que vers la gauche , en la pofanr alternativement au defius & au des- 
fous de l’axe, de forte que partout les bouts femblables foicnr joints 
cnfemble ; ninfi en A on joigne la même courbe ADB par le bour A, 
& en B par le bour B , tour comme j’en ai enfeigné la conftruéfion 
dans mon Mémoire fur cerre matière. 

XXXV. Ayant donc décrit une telle courbe quelconque , elle 
nous découvrira toujours un mouvement, dont la corde eftfufcep- 
tible. Car pofanr t — o, nous en connoirrons d’abord la figure, que 
la corde doir avoir au commencement, pour que ce mouvement s’en- 
fuive. Puisque nous avons pour un tems quelconque r, 

y “ n <I> (jr-f —et) -b- n (x et) 

prenant pour n une fraftîon afles petite, afin que les appliquées dans la 
figure de la corde demeurenr toujours quaii infiniment petites, nous 
en tirerons pour la figure initiale de la corde cette équation : 

y ~ n 0 (x) -f- n (x) zn i n (x) 
c’eft à dire, prenant fur notre courbe l’abfcifie APnr, l’appliquée 
PM prife 2 n fois nous donnera l’appliquée pour la figure initiale de 
la corde, qui convient à l’abfcifiè x. Donc, fi les appliquées de h 
«ourbe A M B fonr allés petires, on pourra prendre // ~ \ , & la 
figure arbitraire ADB elle-même repréfentera la ligure initiale de la 
corde. 

XXXVI. Réciproquement donc, dès qu’on connoic la figure ini- 
tiale, qu’on aura donnée à la corde avant que de la relâcher, rien ne fera 
plus aifé que de décrire notre courbe infinie B'D / ADB / D &c. qui 

nous 


nous fera connoîtrc le mouvement , que la cordc pourfuivra. Ort 
tracera la courbe A MD B, égale & fcmblable à la figure initiale de la 
corde, & on en réitérera la conflxuétion, tant vers la gauche au delà 
du point A, que vers la droite au delà dupoint B, alternativement au des- 
fiis & au deflous de l’axe, en forte que partout les bnurs qu’on a joints 
enfemblc foient les mêmes. Cette conftruétion a toujours lieu, de 
quelque nature que foir la figure initiale propofée de la courbe, 6c il 
ne s’agit ici que de la portion ADB; laquelle quand ellc-mcme auroit 
d’autres continuations de part 6c d’autre en vertu de fa nature, elles 
n’entrent en aucune confidêranon. Ainfi, fi la figure ADB étoit un 
arc de cercle, fans fc foucier de la continuation naturelle du cercle, 
on répétera la deferiprion de ce même arc de cercle ADB à l’infini 
alternativement au deffus & au defTous de l’axe; & la même régie a 
toujours lieu, de quelque nature que puifTe être la figure initiale de la 
corde. 

XXXVII. Les différentes parr es femblables de cette courbe ne 
font donc liées cntr’clles par aucune loi de continuité, &, ce n’cfl: que 
par la deferiprion , qu’elles font jointes cnfemble. Par cette raifon 
il cfl: impofliblc , que toute ccttc courbe foir comprife dans quelque 
équation, à moins que par hazard la figure ADB ne foit telle, que fi 
continuation naturelle entraîne toutes les autres parties réitérées ; ôc 
c’eff le cas, où la figure A I)B eft la trochoïde Taylorienne, ou félon 
M. Bernoulli un mélange de plufieurs telles trochoïdcs. C’efl: auflî 
félon toute apparence la raifon, pourquoi Mrs. Bernoulli & d 'Aient- 
fart ont cru , que le problème n’ étoit réfoiuble que dans ces cas. 
Mais, de la maniéré que je viens de conduire la folution, il n’efl: pas 
néceffaire, que la courbe dircébrice foit exprimée par quelque équa- 
tion, & la feule confidérarion du trait de la courbe fufHt à nous faire 
connoirre le mouvement de la corde, fans l'affujettir au calcul. Je fe- 
rai aufli voir , que ce mouvement n’cft pas moins régulier , que fi la 
figure initiale étoit une trochoïde , 6c par conféqucnt la régularité du 
Mm. Jt lAtaà. Tou). IX. E e mou- 


mouvement ne peur être alléguée en faveur des troehoïdes à l’exclufion 
de toutes les aurres courbes, comme M. Bernoulli femble le fourenir. 

XXXVUL Or, pour déterminer par cette méthode le véritable 
g A- mouvement de la corde, fuppofez que fa figure initiale air été la cour- 
be AM B (Fig. 4.), & il s’agit de dérerminer fa figure que la corde au- 
ra à chaque tems propofé de t fécondés, depuis le commencement du 
mouvement. Pour cet effet qu’on décrive par la defcripiton rcïrérée 
de cette même courbe AMB, la courbe direélrice AMI) B, (Fig.3.) 
continuée de part < 3 t d’autre à l’infini, comme j’ai enfeigné cy-defius; ôt 
pour connoitre le mouvement du point M, qui fe fait par hypothefe 
dans la droite MP, qu’on prenne dans la directrice (Fig. 3.) départ 
& d’autre du point P les intervalles PQrrPR=icr, & ayant tiré les 
appliquées QS & RT, qu’on prenne Ptx (Fig. 4.) égale à la femi- 
fomme de ces appliquées, ou P m~ 4 (Q S—j- RT) ; & le point ta 
fera le lieu, où le point de la corde M fe trouvera après le tems t . 
De là il fera aifé de juger de la vitefîè du point m 3 en comparant fon 
lieu avec celui, où il fe trouvera à l’inftant fuivant, 

XXXIX. Sid’on prend le rems t de tant de fécondés, qu’il de* 
vienne et — a, alors il faut prendre de part & d’autre du point P 

les intervalles PQ^ ^PR^HT/ï^AB; <?c il eft évident qu’il y 
aura BQ(^B / R / ^zAP, & parrant les appliquées 

égales entr’elles. Donc, après ce tems t ~ — le point de la corde 

M fe trouvera de l’autre côté de l'axe A B en N, de forte que 
PN “ Q/S^ : d’où il eft évident qu’après ce tems toute la corde 
aura la figure A N B égale à la figu-e B / T i D A , & parrant auflï 
égale à la figure initiale AMB, mais dans une firuation renverfée, de 
forte que la figure A NB foit femblnble à la figure B MA. Puisque 
les Tangentes en & T / font également inclinées à l’axe, en re- 
culant les points & R' infiniment peu également , la fomme 

des 


des appliquées demeurera la même, & partant après le rems — — (— Jt 

c 

Ig point M de la corde fera encore en N : donc, lorsque la corde fera 
parvenue dans la lituarion AN B, elle n’aura plus de mouvement. 

XL. Une vibration ayant donc commencé par 1 ’érar inirîal 
AMD, elle finira par l’érat A.N B, & partant le rems de cette vibra ■ 

tion fera “ — fécondés, & il eft évident que toutes les autres vi- 
brations fui van tes feront de la même durée. Pour mieux connoitre 
ce tems, on n’a qu a fe rappeller, que nous avons mis c pour la quan- 
tité V ; donc le tems d’une vibration de la corde fera — V 

M zFg 

fécondés ; & cette exprefiion paroit plus propre à nous faire connoi- 
tre ce rems , que la longueur d’un pendule fimple ifochrone. II faut 
remarquer ici, que M marquant le poids de la corde, & F la force 
rendante aufli cxpreifible par un poids, ces deux quantités M & F 
font homogènes entr elles, de même que les deux quantités n £c g, 
dont celle-là marque la longueur de la corde, & celle- cy la hauteur, 
par laquelle un corps pefanr tombe dans une fécondé, qui efl de j 5 -g 
pieds de Rhin. De là on connoitra promptement le nombre de vibra- 
tions, que la corde rend dans une minute fécondé, car ce nombre 

Ma 

XLI. Il efl: certain qu’après le tems t “ — la corde parvienne 

dans la fituarion ANB; mais il pourroit bien arriver, quelle s’y fut 
trouvée déjà pendant ce rems une ou plufieurs fois, & dans ces cas 
le tems d’une vibration fe réduiroit à la moitié, ou au tiers, ou à quel- 
qu’autre partie aliquote. Cela dépend de la figure initiale qu’on aura 
donnée à la corde, laquelle, lorsqu’elle n’a qu’un ventre, comme dans 
la quatrième figure, le tems d’une vibration fera fans aucun doute 

E e 2 “ 


— !L — y — !- fécondés. Mais, fi la figure initiale delà corde avoit 
c zYg 

deux ventres égaux AEC, CF B, comme dans la cinquième figure, 
6 c que la partie AEB fut égale 6 c femblable àla figure BFC, on voit 
par notre conftru&ion , que le point C demeureroir toujours en re- 
pos, 6 c que le mouvement de la corde feroit le meme que celui d’une 
corde de la moitié de longueur , 6 c d ! une tenfion égale. Or il faut 
pour produire ces vibrations deux fois plus rapides , que le nœud de la 
figure initiale C fe trouve précifément au milieu de la longueur, ôc que 
les deux ventres AEC, BFC, foyent égaux 6 cfemblables entr’eu^ : car 
fans cette condition le point C ne réitérait point immobile. 

XL11. Ce que M. Bernoulli a remarqué fur le mélange de deux 
ou plufieurs trochoïdes, eft également applicable à routes les autres 
courbes imaginables. Car, quelle que foie la figure iniriale de la corde 
AM B rig. 4 . elle peur fervir d’axe à une autre figure femblable àla 
fig. y : & celle-cy pourrait encore fervir d’axe à d’autres figures fem- 
blables à plufieurs ventres. Dans ces cas le fon total de la corde fera 
un mélange de plufieurs fons, dont l’un feroit l’oélave, les autres la 
douzième, laquinzième, la dix-leptième, 6 c ainfi de fuite. Ce mélange 
de fons rendus par une corde à la fois, que M. Bernoulli a le premier 
fi heureufement expliqué, n’eft donc pas un effet fi effenriel de la com* 
binaifondes trochoïdesTayloriennes, qu’il ne puiïïè également être pro- 
duit par une femblable combinaifon d’autres courbes quelconques. Et 
quand on fait réflexion à la maniéré, dont on eft accoutumé de frapper 
les cordes, il eft très probable, qu’elles ne prennent jamais la figure 
des trochoïdes, ni qu’elles y approchent de plus en plus: puisque 
tous les phénomènes, que M. Bernoulli allègue, peuvent être égale- 
ment l’effet de toute autre figure quelconque. 

XLIII. Il me femble que ces réflexions font fuffifantes à mettre 
ma folution à l’abri de toutes les objections, qui peuvent l’avoir renduë 
fu/pccte à M. Berfioullij 6 c furtout à M. d silembert. Ceîui-cy n’ayant 
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allégué aucune raifon, s’eft contenté d’avertir les Lecteurs de mon Mé- 
moire, qu’ils ne s'imaginaient pas, que ma folurion éroit fi générale que 
je l’a vois donnée, & qu’elle ne s’érendoit pas à des figures quelconques, 
qu’on aurait données à la corde au commencement. ‘Mtis'M.Bermulli 
femblefoutenir, que pour la production des vibrations ifochrones il faille 
ab fui umcnt que la fotee accélératrice foit toujours proportionclleà l’es- 
pace p vcouru. jusqu’au fieu naturel. Scion ce fentimenr, ayant trouvé 


en général la force accélératrice ^ , Ç~r^Ç\ , il faudrait la 
° M \di r 2 / 


po- 


fer proportîonclle à la diftance y , pour avoir une telle équation 
F vt y 

— — \Jx*) — “ > ^ ont * i ni: ég r ale, puisque la confidération du tems 


M 


n’y entre plus, ferait y ~ n fin x V , & pour que l’appliquée éva* 

nouïfle auiïï en pofant j il faudrait qü'il fût V = — ” — , mar- 

Fac a 

quant par K un nombre entier quelconque. On aurait donc ezz 
d’où réfultent en effet routes les trochuïdes Taylorîennes. 


XLIV. Mais, outre que cette fuppofirion ferait auftî contraire à la 
combinaifon de deux ou plufieurs rrachoïdes, que M. Bernoulli recon- 
noit pourtant dans le mouvement d’une corde , je remarque que cette 
hyporhefe eft abfolument arbitraire, <St qu’une infinité d’autres forces 
font auffi propres à produire l’ifochronifme dans le mouvement des cor- 
des. Si la force accélératrice devoir uniquement dépendre de l’appli- 
quée y y de forte qu’elle fut toujours la même à la même diftance y, 
quelque grande qu’ait été l’excurfion de la corde , je conviens qu’il n’y 
en aurait pas d’autres propres à procurer l’ifochronifme , que celle qui 
ferait proporrionelle à la diftance y. Mais, dês qu’on accorde, que cette 
force pourrait aulfi dépendre du plus grand éloignement, on ne fauroit 
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plus disconvenir, qu’une infinité d’autres forces ne fut aufïi propre à ce 
deffein. Or M, Bernoulli a fait voir lui -même, qu’il peu: y avoir 
de l’ifochronifme en des mouvemens, où la force follicitanre du corps, 
n’eft pas Amplement proportionelle à la diftance; & les maniérés qu’il 
rapporte, ne font qu’un cas particulier de la mérhode générale, dont 
j’envifnge ici le mouvement des cordes. 


XLV. Tout ce que je viens de dire, ne regarde que les cordes, 
qui font de la même épaifTeur par toute leur étendue; & je conviens 
aiftment, que fi l'épai fleur de la corde croit variable, il feroit impoffible 
d’en déterminer le mouvement aufii généralement, que j’ai fait ici poul- 
ies cordes également épaiffes. Mais ce n’eft pas l’incommenfurabilité 
des tems de diverfes vibrations, dont la même corde eft fufceprible, 
qui arrête la folution, comme M. Bernoulli femble l’infiruer. C’eft 
plutôt par une imperfection de l’analyfe même , qu’il n’eft pas poffible 
de conftruire l’équation differentio-differentielle, qui renferme alors le 
mouvement. Car, comme pour les cordes d une épaifïèur uniforme j’ai 

trouvé cette équation ^ (j^) > c 3 ui a admis une cons ' 


truétion générale; ainii les cordes d’une épaifTeur variable conduifent 
à une telle équation — X (j^) j où ■ X eft une certaine 


fonétion de qui dépend de l’épaiffeur. Or, puisqu’il ne pnroir pas, 
de quelle nature doit être la fonction y y pour qu’elle fatisfaffe à certc 
équation en général, c’eft la caufe véritable que la détermination du 
mouvement de ces cordes femble furpaflèr nos forces : cependant il 
n’eft pas difficile de donner des folu rions particulières pour plufieurs 
cas , femblables à celles qui font tirées des trochoïdes pour les cor- 
des uniformément épaiffes. 
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